Pisemna zkouska z Matematiky I pro FSV (A)
7S 2021/2022

Uloha 1 (13 bodii). V zévislosti na o € R spotéte nasledujici limitu po-
sloupnosti

n®.

arctg ((‘/nQ +2n +log(n) — v/n + 1>
lim
n—00 log(n? +n)

Uloha 2 (13 bodi). Spoctéte nasledujici limitu funkce.

1 Vz\ “Tox
S (m(e/%))

Uloha 3 (11 bodii). Naleznéte defini¢ni obor a vySetfete spojitost funkce f.
Spoctéte derivaci, resp. jednostranné derivace, funkce f ve vSech bodech,
kde existuji.

f(z) = sin® (min {z,2%}) .
Uloha 4 (13 bodi). VySetfete pribéh funkce

i+ 2041
flw) = r+2

reseni

Uloha 1. Vysledek je % pro o = %, +o00 pro o > % alproa < %

Uloha 2. Lf

Uloha 3. Polozme g(z) = min{z, 2°}. Pak funkce ¢ je spojitd a definovana

na R, nebot’ minimum z dvou spojitych funkci je spojitd funkce. Protoze
f(@) = sin®(g(x)),

tak f je definovana a spojitd na R. PouZivame fakt, Ze slozeni dvou spojitych

funkci je spojita funkce. Dadle

r x€(—00,0>U<1,4+00),
g(x) =9 ,
¢ trxe<0,1>.
Pak
1 :ze(—00,0)U(1,+00),
B L U IR
2¢ 2 €(0,1).



f'(x) = sin(2g(x))g'(x),
kde z € R\ {0, 1}. ProtoZe f je spojitd v bodech 0, 1, tak miZeme po-
Citat jednostranné derivace v téchto bodech jako pfislusné jednostranné li-
mity derivaci a obdrzime: f’ (0) = f4(0) =0, f/.(1) = sin(2) a f (1) =
2sin(2). Tedy derivace v bodé 1 neexistuje a f/(0) = 0.

Ulohad. D; = Cf = R\ {—2}, lim, 40 f(x) = F00, lim,, o, f(z) =

— z+3 o
+oo. f(x) = m, r € R\ {-2,—1}. fL.(—1) = £oo. Funkce f

je rostouci na intervalech (—oo, —3 >, < —1, +00), klesajici na intervalech
< —3,-2),(—=2,—1 >, m4 lokdlni minimum v bodé —1 rovné 0 a m4 lo-
kalni maximum v bod& —3 rovné — /4. Hy = (—o0, —4>U< 0, +00).
Pro z # —2,—1 mame f"(z) = —_2at46246)  pypkee f je konvexni

93/(z+1)1(a+2)7"
na intervalech (—oo, —3 — v/3), (=2, —3 + v/3), konkévni na intervalech
(=3—+/3,-2),(=34++/3,—1),(—1, +00) a v bodech —3=++/3 m4 inflexni
body. Asymptoty funkce f v 00 neexistuji.



Pisemna zkouska z Matematiky I pro FSV (B)
7S 2021/2022

Uloha 1 (13 bodi). Spoctéte nasledujici limitu posloupnosti

Tim ((n° = 2)" = (0" +27)" + 18 (n* +2)°) (<1+ 211n5)7— <1+ 161n6)8>9.

Uloha 2 (13 bodi). Spoctéte nasledujici limitu posloupnosti.

I S
. 1 . 1 V/nZ farccotg(n)—n
lim {(cos|— ) —sin| — .
n——+oo n n2

Uloha 3 (11 bod). Nalezndte definiéni obor a vySetiete spojitost funkce f. Spoctéte derivaci, resp. jedno-
stranné derivace, funkce f ve vSech bodech, kde existuji.

f(@) = V|| = 2[(cos(x) = 1).
Uloha 4 (13 bodi). UvaZujte funkce

f(x) = V234 322+ +4,

9(x) = flpse (@)

Neboli funkce ¢ je restrikci funkce f na interval [0, +00). VySetiete prubéh funkce g.

ReSeni

§ 2
Uloha 1. —353

Uloha 2. e 3.
Uloha 3. f je definovand a spojitd na R.
fie) %sign(x)(cos(x) —1) = /[[z] = 2[sin(z) :z e R\ {0,+2},
0 cx =0,
fi(2) = fi(=2) = Foo atedy f'(£2) neexistuje.

Uloha 4. D, = Cy =< 0,+00), lim, o g(7) = 400, g(0) = V4. ¢'(z) = 3§/(26;32:3(:;211+4)2, x > 0.

Funkce g je rostouci na intervalu < 0, +00) a m4d globdlni minimum v bodé€ 0 rovné /4. H, g =< \?/Z, +00).

) 2(—322+692+35 )
Proz > 0 mame g"(x) = 9%5(2x3+3w2+x+4)5

34+/57512
(cr, +00) a v bodé o md inflexni bod, kde o« = % Asymptota funkce g u +o0 je funkce Vox+475.

. Funkce ¢ je konvexni na intervalu (0, «), konkdvni na intervalu



Pisemna zkouska z Matematiky I pro FSV (C)
7S 2021/2022

Uloha 1 (13 bodi). Spoctéte nasledujici limitu posloupnosti

. (n4+2022)! /(n!)2 + (2022)" — /(n!)2 — n2022
lim . ‘
nooo 0% (2022)"

Uloha 2 (13 bodi). Spoctéte nasledujici limitu funkce.
1
3 _ arctg(xz)—arccotg(xz)
3151_>H% (log(z) — cos(mv/x)) :

Uloha 3 (11 bodt). Naleznéte definiéni obor a vySetiete spojitost funkce f. Spoctéte derivaci, resp. jedno-
stranné derivace, funkce f ve vSech bodech, kde existuji.

(@) = (z + 1) arccos <mfi 1) |

(Vyraz [z] znadi celou ¢dst &isla z € R.)

Uloha 4 (13 bodi). VySetiete prib&h funkce

224+ 5x+6
f(l‘) - elz+1]
ReSeni
Uloha 1. 1.
Uloha 2. .

Uloha 3. f je definovand a spojitd na R.

f() = { (F5) + 2sign(e® — D5y cw € R\ {£1},
Q = —1,

fi(1) = £2 atedy f'(1) neexistuje.

Uloha 4. D; = C; = R, lim, 40 f(x) = 0. f'(x) = e 1 (22 + 5 — sign(x + 1)(22 + 5z + 6)),
r € R\ {-1}. fL(—1) = F2 + 3. Funkce f je rostouci na intervalech (—oo, _7;‘/5> : <_7J2”/5, _3‘2“/5>,

klesajici na intervalech <’7;\/5, ’7;”/5> , < ’3;\/5, —1—00) , ma globdlni maximum v bodé # rovné (2 +
\/g)el_TJg , lokalni maximum v bodé #5 rovné (2+ \/5)6_ ke a globalni minimum v bodé #ﬁ rovné
2—VB)e T Hy = <<2 VB 2+ \/E)e%) Pro x # —1 mame

f'(z) = e (2 + 5z + 8 — 2sign(z + 1) (22 + 5)) .

Funkce f je konvexni na intervalech (—oo, —6), (—3, —1), (1, +00), konkdvni na intervalech (—6, —3), (—1, 1)
abody —6, —3, 1 jsou inflexnimi body. Asymptoty funkce f v +00 jsou konstantni 0.




Pisemna zkouska z Matematiky I pro FSV (D)
7S 2021/2022

Uloha 1 (13 bod). Spoctéte nasledujici limitu posloupnosti

lim \/ V8 4 n3 — {/(128)" — (20)n.

n—oo

Uloha 2 (13 bodii). Pro kterd o € R je funkce f spojitd na svém defini¢nim
oboru, kde

flz) == ( tg(x)yg(z)“mg(z) :xG(O,%)\{%},

2 =

INE

Uloha 3 (11 bodit). Naleznéte defini¢ni obor a vySetfete spojitost funkce f.
Spoctéte derivaci, resp. jednostranné derivace, funkce f ve vSech bodech,
kde existuji.

f(z) = sign(a® + 2* — 27) (er3_2x2+z - 1) :

Uloha 4 (13 bodi). Vy3etiete pribéh funkce

) = et (5 ).

ReSeni

Uloha 1. .
Uloha 2. 41og(2).
Uloha 3. f je spojitina R \ {—2}.

sign(z® + 22 — 2x)e” "2t (302 —4x +1) x e R\ {-2,0,1},
f'(x) =4 —o0 tr =2,

0 cx =1,
f.(0) = F1 atedy f'(0) neexistuje.
Uloha 4. D; = C; = R\ {1}, lim, 40 f(2) = 0, lim,,,, f(z) =
+7. fl(z) = —ﬁ;ﬁ, z € R\ {1}. Funkce f je klesajici na interva-
lech (—00,1), (1, +00) a nemd loklni extrém. H; = (—2,%) \ {0}. Pro
x # 1 mame f"(z) = 6x% Funkce f je konvexni na intervalech
(z_,0), (x4, 4+00), konkdvni na intervalech (—oo,z_),(0,1),(1,24) a v
bodech 0, 71 m4 inflexni body, kde 74 = ¢/ &%ﬁ' Asymptoty funkce f v
+00 jsou konstantni 0.



Pisemna zkouska z Matematiky I pro FSV (E)
7S 2021/2022

Uloha 1 (13 bodi). Spoctéte nasledujici limitu posloupnosti
—1)»
lim (=1
noree [{‘/nlog(") + 7" + (log(n))vn

Y

kde [x] znadi celou &dst .

Uloha 2 (13 bodi). Spoctéte nasledujici limitu funkce.
i €08 (log (23 + x)) — cos (log (223 + z))
im

z—0+ arcsin(x) arctg(sin(x))

Uloha 3 (11 bodii). Naleznéte definicni obor a vySetiete spojitost funkce f.
Spoctéte derivaci, resp. jednostranné derivace, funkce f ve vSech bodech,
kde existuji.

f(l’) _ (COS(:E))max{x+3,x373x2+31+3}.
Uloha 4 (13 bodi). VySetfete pribéh funkce
f(z) = |z — 2| — 3arctg(x + 2).

ReSeni

Uloha 1. Limita neexistuje.
Uloha 2. 0.

Uloha 3. Polozme g(x) = max {z + 3, 2* — 322 + 3z + 3}. Pak funkce g
je spojitd a definovand na R, nebot’ maximum z dvou spojitych funkci je
spojita funkce. Protoze

fla) = elog(cos(w))g(w)’
tak

Dy = {o € R; cos(z) >0} = | J (—g +2hm, =+ 2%k )
keZ
a f je spojitd na Dy. PouZividme fakt, Ze sloZeni dvou spojitych funkci je
spojita funkce. Déle

g(z) =

x+3 cx € (=00, 0 >U< 1,2 >,
22 =322 +3r+3 :1x€<0,1>U<2 400).



Pak

g'(x) =

1 rx € (—o0,0)U(L,2),
322 — 6z +3 :x€(0,1)U(2,+00).

a

f'(@) = f(z)(log(cos(x))g(x))" = f(x)(—tg(x)g(x) + log(cos(z))g (x)),
kde x € D;\ {0, 1}. ProtozZe f je spojitd v bodech 0, 1, tak miZeme pocitat
jednostranné derivace v téchto bodech jako pfisluSné jednostranné limity
derivaci a obdrzime: f'(0) = f,(0) = 0, f' (1) = —4cos?(1)tg(l) a
fi(1) = —cos*(1)(4tg(1) — log(cos(1))). Tedy derivace v bod& 1 neexis-
tuje a f'(0) = 0.

Uloha 4. D; = C; = R, lim, 2o f(z) = +o0. f'(z) = sign(z —
2) — iy ¢ € R\ {2} fL(2) = 1 — . Funkee f je rostouct
na intervalu < 2,+00), klesajici na intervalu (—oo,2 > a ma globélni
minimum v bodé 2 rovné —3arctg(4). Hy =< —3arctg(4),+00). Pro
x # 2 mame f’(x) = 6%. Funkce [ je konvexni na intervalech
(—2,2), (2, +00), konkdvni na intervalu (—oo, —2) a v bod€ —2 m4d inflexn{

bod. Asymptoty funkce f v £o0 jsou funkce +(z — 2 — 2.



